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Рассматривается взаимодействие упругих волн в неограниченном 
изотропном твердом теле, в уравнениях движения которого учитыва­
ются наряду с  линейными и квадратичные относительно производных 
от вектора деформации члены.

Получим исходные уравнения движения изотропного твердого тела, 
следуя схеме, намеченной в книге [1, ч. 2, §26]. Рассмотрим бесконечно 
малое изменение внутренней энергии единицы объема de для адиабатиче­
ских процессов. Вариация 6е может быть написана в виде*

6 м6е =  5,7,6
ди. д
дхк ~  дхк Ы

где и — вектор деформации,
да

Коэффициенты при множителе (— дм*) в формуле (1) являются компо­
нентами силы, отнесенной к единице объема тела, так как da для ади­
абатических процессов равно работе сил внутренних напряжений, взятой 
со знаком минус. Поэтому уравнения движения можно записать в виде

dsik 
*** 1

где р0 — плотность не деформированного тела.
Чтобы получить уравнения движения с точностью до квадратичных 

членов включительно относительно дщ/дх ,̂ необходимо написать общее 
выражение для а с учетом членов второй и третьей степеней по тензору 
деформации щк. Соответствующее выражение для упругой энергии изо­
тропного тела имеет вид:

8 =  +  (-2 — у ) И?, +  Y  Uir‘ltitUl‘l +  Щ к'1и +  J  М»„ (4)

где \х — модуль сдвига, К  — модуль сжатия, А, И, С — некоторые ска- 
л ярыые коэффициенты.

Используя точное выражение для тензора деформации

1 /  д1Ч
Щк -  2 у дхк дх{

(hij
д*г

* По всем дважды повторяющимся индексам подразумевается суммирование но 
значениям 1, 2, 3; причем x1 =  x t Х2 =  у, x3— z, и1 =  их и тому подобное.
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и соотношения (2) — (4), получим следующие уравнения движения:

Ро
д 2и { д*и

- Р i

д , к д х к * + $

dbti
dxldxi

, A \
=  ( *  +  t )

n

dhtl dui d2u,
дхкдхк d x i дхКдхк dxt

d u i  d 2u i
-  +  2

dxidxk
du
dx.

A
4 В

д*иЛ

d2ul dui d2u,
dXjdXf. dxk dx,dxk dxl

+

2 \ д2и- du,  / \
А — у  [X +  r̂- • -f (—  + й * 4

аг'гажл-
дм

д2м дмл.
dXjdxk дхI.

(В +  2С)
д*и

дх$хк
Ьи,
дх, (5 )

В частном случае плоских волн, распространяющихся вдоль оси ОХ , 
когда

и (а*, /) =  ш*(.т, /) +  jH?/(a’, /) +  киг (х, 0.

уравнения (5) примут следующий вид:

Перейдем теперь к рассмотрению взаимодействия упругих волн. 
В линейном приближении система уравнений (6) — (8) состоит из трех неза­
висимых волновых уравнений для их, иу, и2. Это, как известно, означает, 
что продольные и поперечные упругие волны распространяются неза­
висимо друг от друга. Квадратичные же относительно dujdx* члены в 
уравнениях (6) — (8) зависят от всех компонент вектора смещения. 11о- 
этому, если одновременно распространяются продольные и поперечные вол­
ны, то во втором приближении они взаимодействуют между собой.

Рассмотрим одну поперечную волну. Для этого подставим в уравнения
(0) — (8) значения

их =  иг =  0, н„^=0.

В результате получим, наряду с обычным линейным уравнением для 
соотношение

д\ ,
дх2 ' дх ~ " и ’

которое тождественно не выполняется. Это означает, что уравнения (G) — (8) 
не удовлетворяются при наличии одной поперечной волны. Оказы­
вается, что поперечные волны при учете второго приближения не могут 
существовать без продольных волн. Например, если поперечная волна 
возбуждается в плоскости х  = 0 ,  так что при х =  0 их =  иг = 0 ,  иу =



О  взаимодействии плоских продольных и поперечных упругих волн 30*.)

=  а(1 — cos cot), то согласно уравнениям (6) — (8), наряду с обычной попе­
речном волной;; *

Чу =  а |=  а I 1 — cos ( (о/ “ )] (9)

должна существовать продольная волна:

иv =  Ь sin (ох ( 1
Ci —  ) c o s  Г 2 с о /  —  ю х  (  —  4 -

ci )  ! \ (10)
Здесь

с, = У к » 2рРо И  C t -V Ро
скорости распространения продольных и поперечных волн соответственно

Ь = Т'соя-
4рос'! (cf I ~  1)

в  ( 1 0 )  п р и в о д и т  к  н у л е в ы м  з н а ч е н и я м  а м ­

п л и т у д ы  в  т о ч к а х ,  г д е  а р г у м е н т  <ох ^ --------- ~ - j  к р а т е н  ч и с л у  л .

Если в уравнения (6)—(8) подставить значения их =р0, а иу :=н2 =  (), 
то получим одно уравнение для продольной волны:

Множитель sin со;/: 1

*Чс *их _  *их
Pi) Ot2 ~ а Ж.2 — Р /Ь-2cto;2

ди̂  
дх- дх

которое с точностью до коэффициентов а и [3 совпадает с соответствую­
щим ему уравнением для величины смещенияв жидкой или газообразной 
среде. Поэтому все результаты, полученные для продольных воли в жид­
ких или газообразных средах в переменных Лагранжа, могут быть легко 
обобщены на случай твердых тел путем замены в окончательных формулах 
соответствующих коэффициентов (см., например, 12]). Так, формула для 
расстояния, на котором синусоидальная в точке х  =  0 волна превращает­
ся в волну пилообразной формы, для жидкой среды имеет вид:

—
.2

ш,м0<о* ’ ( 11)

где mi =  1 +  p/c(dc/dp)e, (dc/dp)8 — производная от скорости звука по 
плотности при постоянной энтропии, и0 — амплитуда волны смещения в 
плоскости х  =  0. /(ля твердого тела соответствующее расстояние

Lo = I
m»UQ со2 » ( 12)

где т 2 =  — р/2а.
Отношение LJL\ при одинаковых и0 и со будет равно

Li т2 \ с } (13)

Для воды mi ^  4,5; для железа, согласно работе [3],по результатам кото­
рой можно оценить коэффициенты А , В и С, т2 ~  7,5; отношение (с2/с)2ж !2 ; 
значит, Ьг для железа в этом случае приблизительно в 7 раз больше, 
чем Ly для воды.

* Члены, стоящие в правой части уравнения (7), в рассматриваемом случае будут 
членами третьего приближения, поэтому при учете только второго приближения 
уравнение (7) остается линейным.
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Обратим внимание на различные особенности поведения поперечной и 
продольной волн. При распространении поперечной волны появляется 
продольная волна, и то время как при распространении продольной волны 
поперечная не возникает. В отличие от продольных волн форма попереч­
ной волны в процессе распространения не меняется (см. (9)).

К этому выводу можно прийти и следующим образом. Как известно 
(см., например, И ]), скорость распространения точек профиля продольной 
волны и =  с +  где с — скорость звука, a v — колебательная скорость 
в рассматриваемой точке. Искажение формы продольной волны происхо­
дит из-за того, что скорость и неодинакова у различных точек профиля. 
Это вызывается двумя причинами. Во-первых, скорость звука меняется в 
зависимости от того, насколько сжата или разрежена среда продольной 
волной; во-вторых, колебательная скорость совпадает но направлению со 
скоростью и и, в зависимости от знака, увеличивает или уменьшает по­
следнюю. При распространении же поперечной волны сжатий и разреже­
ний среды не возникает, а колебательная скорость направлена перпенди­
кулярно к скорости и. Поэтому скорость и одинакова у всех точек про­
филя и, значит, форма поперечной волны не должна искажаться.

Следует иметь в виду, что эффекты второго приближения малы, их 
величина па порядок по числу Маха меньше величин первого приближения. 
Однако в некоторых случаях, благодаря своеобразному явлению резонан­
са, амплитуда величин второго порядка растет и в конце концов переста­
ет быть малой. Хорошо известен факт роста амплитуды 2-й гармоники в 
процессе распространения первоначально синусоидальной продольной 
волны. Когда профиль продольной волны достигает пилообразной формы, 
амплитуды 1-й и 2-й гармоник становятся одного порядка.

Резонансное взаимодействие двух продольных волн, распространяю­
щихся в одном направлении, приводит к появлению продольных волн с 
комбинационными частотами вида ап +  со2, причем амплитуда последних 
растет в процессе распространения волны. Соответствующий случай в га­
зовой среде рассмотрен, например, в работе [4].

Две же поперечные волны, распространяющиеся в одном направлении, 
как видно из уравнений (7) — (8), не взаимодействуют между собой.

Если две плоские упругие волны распространяются под углом друг 
к Другу, то в результате их взаимодействия, согласно уравнению (5), 
должны появиться продольные и поперечные волны с комбинационными 
частотами. Резонансное же взаимодействие в этом случае, как показано в 
книге II, ч. 2, § 26 |, можно ожидать только в двух случаях: когда две по­
перечные волны или поперечная и продольная волна «рождают»продоль­
ную волну.

В заключение приношу глубокую благодарность Н. Н. Андрееву и 
участникам его семинара за ценные замечания, высказанные при обсуж­
дении настоящей заметки.
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